Elementos finitos em teoria da elasticidade

1) Deducao do sistema de equacoes diferenciais para sélidos deformados
no regime elastico.

Um soélido em repouso, mas deformado elasticamente em funcao de forcas
aplicadas, tem o somatério de forcas aplicadas iguais a zero, ja que nao
esta em movimento acelerado. Se imaginarmos um cubo pequeno tendo
sido cortado em seu interior e levado para fora, serad necessario aplicar
forcas nas 6 faces desse cubo para simular a sua condicao tensionada
dentro do sélido. Esse equilibrio de forcas pode ser expresso pela soma
vetorial:
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fonx + fx + fpany+fy + f100,+ £+ P=0

onde P é alguma forca inercial agindo sobre o volume do material,
tipicamente a forca da gravidade, ou seja o peso proprio do solido.

Separando os componentes dessas forcas nas direcdes dos eixos
coordenados:

feeran + Exoo + Fayray + fxe) + fzrag + g+ Px=0
fyemn + fyeo + fyiyeny + fyo) + fyeeng + fy+ Py= 0
fz(x+Ax) + fz(x) + fz(y+Ay) + fz(y) + fz(z+Az) + fz(z) + PZ: 0

Exprimindo as forcas como tensoes nas faces do cubo multiplicadas pela
area de cada face: (As tensdes normais de tracdo sao consideradas
positivas. As tensoes cizalhantes de faces opostas tem o mesmo sinal se
tendem a girar o cub(‘)‘ no mesmo sentido)
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Oxx(X+AX).Ay.AZ - 6(X).Ay.Az + Oy(Y+AY).AX.AZ - Gx(Y).Ax.Az +
Ox(z+AZ).Ay.AX - 6x(2).Ay.Ax + P, =0

Oyy(Y+AY).AX.AZ - Gyy(y).AX.AZ + Cyy(X+AX).Ay.AZ - Gyy(x).Ay.Az +
Oy(z+Az).Ay.AX - G,(z).Ay.Ax + Py =0

G(z + Az).AX.Ay - 6,,(2).AX.Ay + Gy (Y+Ay).Az.AX - Gy,(y).Az.Ax +
Ox(X+AX).Ay.AZ - Gx,(x).Ay.Az + P, =0

Cada uma dessa equacoes garante o balanceamento das forcas em cada uma
das direcoes coordenadas, mas nao garante a auséncia de torque. Para isso
devemos acrescentar, igualando os momentos em relacdao ao centro do
cubo:

[Oyx(Y+AY).AX.AZ + Gx(Y).AX.AZ].Ay/2 = [Cyy(x+AX).Ay.Az +
Oxy(X).Ay.Az].Ax/2

[0x(2+AZ).Ay. AX + Gx(2).Ay.AX].AZ/2 = [Cx(x+AX).Ay.Az +

Gx(X).Ay.Az].Ax/2

[04(2+AZ).Ay.AX + G,(2).Ay.Ax].Az/2 = [Gy(Y+Ay).Az.AX +

Gy.(y).Az.AX].Ay/2

Dividindo as equagdes pelo volume do cubo ( Ax.Ay.Az ):
(Ou(X+AX) - 0x(X)) / AX + (Oy(y+AY) - Oyx(y)) / Ay + (0u(z+AZ) — 6ul2)) /
Az +pc=0

(Oyy(y+AY) - Oyy(y)) / Ay + (Oxy(X+AX) - Oxy(X)) / AX + (Ouy(z+AZ) - Gy(2)) /
Az+py,=0

(0.2 + Az) - 6.(2)) / Az + (Gy(y+AY) - Cy(y)) / Ay + (Cr(X+AX) - (X)) /
Ax+p,=0

e,
(Oyx(y+AY) + 63x(y)) / 2 = (Ox(X+AX) + 0x(X)) / 2
(0:(2+AZ) + Gx(2)) / 2 = (Cxa(X+AX) + Gl X)) / 2
(02(2+Az) + 6y(2)) / 2 = (Oyly+AY) + Gyaly)) / 2

Quando o cubo tende a zero:



0Cxx/ 0X + 0Cyx/ 0y + 00,/ 02 + px =0
0Gyy/ 0y + 0Cxy/ 0X + 0G,y/ 0z + py =0
06,/ 02 + 0Gy,/ 0y + 0Cx,/ 0x + p, =0
e

Oyx = Oxy

Ozx = Oxz

G,y = Oy,

Se as forcas inerciais sdo muito pequenas em comparacao as demais forcas
aplicadas:

(1.1)

0Cxx/ 0X + 0Cyx/ 0y + 06,/ 02 =0
0Cyy/ 0y + 0Cxy/ 0X + 00,5/ 02 =0
06,,/ 0 + 0Gy,/ 0y + 06,/ 0x =0

Pela definicdo de divergéncia de um tensor, essas 3 equagOes equivalem a:
dive =0.

Pelo teorema da divergéncia para tensores de segunda ordem:
IV divo dv = L, o.n ds, onde s é a area externa do sé6lido deformado, ou

[ (00 / 0x + 00y / Y + 0C/ 02) AV = Ji (0x.Oxx + Ny.Oyx+ 1N,.05) ds
J(00,/ 0y + 0Cxy/ 0X + 0C,/ 0z) dv = Js 0Oy + 1y.Gy+ 1,.0)ds
[ (0627 82 + 06,,/ Ay + 00y, / 0X) AV = | (0.0 1,.Cy+ N,.0x)ds

Esse resultado sera util mais adiante.

Como a deformacao é elastica, as tensoes sdo proporcionais as
deformacoes: ¢ = E.&.

No caso unidimensional, E é o médulo de elasticidade do material, e € =
du/dx, (diferenca entre a distancia entre 2 pontos proximos na condicao
deformada e essa distancia na condicao original, sendo esse resultado

dividido pela distancia entre eles na condigdo original).
No caso tridimensional, E é um tensor (de 4° ordem) de proporcionalidade

entre o tensor de tensoes e o tensor de deformacdes (cada um desses de 2°
ordem). Para o caso de materiais isotropicos como 0s metais, o tensor E
reduz-se a apenas 12 componentes diferentes de zero, e sua representacao



como uma matriz 6 x 6 é mostrada abaixo:

AM2uA A 0 0 0
A M2uA 0 0 0
A A M0 0 0
O 0 0 u 0 0
O 0 0 0 u O
o 0 0 0 0 u

Onde A e W sdo constantes caracteristicas de cada material, e podem ser
expressas em termos do modulo de elasticidade (E) e do coeficiente de
poisson (V). Substituindo os &;; pelo resultado da multiplicacdao dos tensores

na expressao ¢ = E.€:

(1.2)

Oxx = (AH2W).Exx + A.Eyy + A€,
Gy = A.Ex + (A+2U).Eyy + A.Ey,
Gu= A&t A€y + (AH2UL).E4,

Oxy = 2.L.Exy
Oxz= 2.W.Ex
Oy, = 2.\L.&y,

Substituindo esses valores de tensdes nas equacoes anteriores de equilibrio:
(1.3)=(1.2em 1.1)

0 [(A+21).Exx + A€y + A.E] / OX + 2.0 [UL.Exy] / Oy + 2.0 [U.€x.] / 02 =0

0 [A&xx+ (M2U).Ey + A.E,] / Oy + 2.0 [U.Exy] / Ox + 2.0 [U.€y,] / 02 =0

0 [A.Exx+ A&y + (A+21).€,,] / Oz + 2.0 [.€,] / Oy + 2.0 [L.€x] / 0X =0

(1.4) (Definicao de cada uma das deformacdes)
€xx = OUx/ OX

€y = 0uy/ 0y

€,=0Uu,/0z

€y = €y = (Oux/0y + Ouy/0x) /2

€= €x,= (0ux/0z + ou,/0x) /2

€,=€y,= (Ouy/0z + 0u,/dy) /2



(1.5) (Substituindo 1.4 em 1.3)

O((A+2).0uy/ 0x + A.0uy/ 0y + A.0u,/0z) / 0x + W.0( Oux/ 0y + duy/0x ) / Oy
+ W.0( 0ux/0z + du,/0x )/ 0z=0
O(A.0ux/ 0x + (A+2W).0uy/ 0y + A.0u,/ 0z) / 0y + W.0( dux/ 0y + duy/0x ) / 0x
+ W.0( ouy/0z + du,/0y )/ 0z=0
O(A.0ux/0x + A.0uy/ 0y + (A+2).0u,/ 0z) / 0z + W.0( duy/ 0z + du,/dy ) / Oy
+ W.0( 0ux/0z + du,/0x )/ 0x =0

(1.6) (desenvolvendo 1.5)

(A+21).0%ux/ 0X> + A.0%uy/ 0yox + A.0%u,/ 020X + W.( 0°uy/ 0y* + 0°uy/ 0x0y )
+ W.( 0°uy/ 0z° + 0%u,/0x0z ) = 0

A.0%ux/ 0x0y + (A+2W).0%uy/ 0y* + N.0%u,/ 0z0y + W.( 0%ux/dyox + 0*uy/0x*)
+ W.( 0%uy/0z° + 0*u,/0ydz ) = 0

A.0%uy/ 0x0z + A.0%uy/ 0y0z + (A+2W).0%u,/ 0z + W.( 0°uy/ 0z0y + 0°u,/0y*)
+ W.( 0%ux/0z0x + 0*u,/0x* ) =0

Chegamos a um sistema de 3 equacoes diferenciais de segunda ordem para
3 incognitas: uy, uy, U, onde cada u; é funcao de (x,y,z).

A solucao analitica desse sistema nao € possivel nas situacoes comuns de
engenharia. Os métodos de residuos ponderados para obter uma solucao
aproximada, sdao descrito no capitulo seguinte:

2) Método de residuos ponderados

Vamos considerar um problema unidimensional, a equacao diferencial
d’y/dx*+y = 0. Uma solugdo exata é y = sen(x), para as condi¢des de
contorno y(0) = 0 e dy/dx(1) = 0,54. Se ndo soubessemos a solucao, e
quisessemos uma solucao aproximada restrita a um dominio limitado, por
exemplo de 0 a 1, uma tentativa seria uma fungio polinomial como y = ax®

+ bx? + cx + d, onde os coeficientes devem ser determinados.
Substituindo na equacao diferencial, como a solucdo nao é exata, restara

um residuo: y(a,b,c,d) = 6ax + 2b + ax® + bx* + cx + d

O objetivo é que o residuo seja o menor possivel, para isso devo escolher

a,b,c e d de modo que ele fique perto de zero no intervalo desejado.
Como, pela condicao de contorno y(0) = 0 temos que d = 0.



Como dy/dx(1) = 0,54:
0,54=3a+2b+c=>c=054-3a-2b

Logo: y(a,b) = 6ax + 2b + ax® + bx* + (0,54 — 3a — 2b)x = 0 =>
y(a,b) = (6x + x>-3x)a + (2 + x*— 2x)b + 0,54x =>
y(a,b) = (x*+ 3x)a + (x*— 2x + 2)b + 0,54x

Restam 2 incognitas: a e b.
Evidentemente nao ha valores de a e b que satisfacam a exigéncia do

residuo ser zero em todos os pontos entre 0 e 1.
Entretanto, os valores de a e b tais que os desvios em relacdo a zero sejam

pequenos correspondem a uma solucao com melhor aproximacao.
Um método simples é escolher 2 valores de x no intervalo, por exemplo 1/3

e 2/3, e encontrar a e b de modo que o residuo seja zero nesses pontos.
A escolha dos valores de x gera o sistema:

28/9.a +13/3.b =-,54
62/9.a + 10/3.b =-1,08

cuja solucao é a =-0,148 e b =-0,019

Plotanto o grafico do residuo ao longo do intervalo (0,1) para esses valores
deaeb:
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Os erros sao menores que 0.2, e até bem menores na primeira metade do

intervalo.
A funcdo aproximada para esses valores de a e b é:
y =-0,148 x>~ 0,019 x*+ 1,022x (lembrando que ¢ = ¢ = 0,54 — 3a — 2b)

O grafico abaixo mostra o alto grau de precisao da aproximacao em relacao
a funcdo exata y = sen(x)
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O procedimento descrito acima é conhecido método de colocacao.
Um outro procedimento, bem mais complicado e o mais amplamente usado
é conhecido como de método de Galerkin:

A idéia aqui, em vez de escolher pontos do intervalo e igualar o residuo a
zero nesses pontos, é escolher funcées de x, multiplicar o residuo por essas
funcoes, e igualar a integral desse produto ao longo do intervalo a zero. No
método de Galerkin ha um critério para a escolha dessas fungdes: sdo as
derivadas parciais da funcao de aproximacao em relacao a cada um dos

parametros.
No caso do nosso exemplo:

y = ax’ + bx* + (0,54 — 3.a — 2.b).x, (ja que d=0 e c = 0,54 — 3.a — 2.b)
y = (x’-3.x).a+ (x*- 2.x).b + 0,54.x



dy/da = x*-3.x, dy/db =x*-2.x

y(a,b) = 6ax + 2b + (x*- 3.x).a + (x*- 2.x).b + 0,54x = (Bx+x).a + (x*- 2.x
+2)b +0,54.

dy/da . y(a,b) = (x* - 3.x).[(3x+x%).a + (x*- 2.x + 2).b + 0,54.x]
dy/db . y(a,b) = (x*- 2.x).[(3x+x%).a + (x*- 2.x + 2).b + 0,54.X]

dy/da . y(a,b) = (x° - 9.x%).a + (x* - 5.x* + 2.x> + 6.x* - 6.x).b + 0,54.x* —
1,62.x>

dy/db . y(a,b) = (x° - 2.x* + 3.x° - 6.x%).a + (x* - 4.x*> + 6.x° - 4.X).b + 0,54.x°
—1,08.x

Integrando cada uma dessas funcoes entre O e 1 e igualando a zero,

(1/7-3).a + (1/6-1+1/2+2-3).b — 0,432 = 0 => 2,85714286.a +
1,33333333.b = -0,432

(1/6-2/5+3/4-2).a + (1/5-1+2-2).b — 0,225 = 0 => 1,48333333.a + 0,8.b =
-0,225

2,85714286.a + 1,33333333.b = -0,432
1,48333333.a + 0,8.b = -0,225

Resolvendo o sistema, e lembrando que ¢ = 0,54 — 3.a — 2.b:
a=-0,148; b =-0,007 e c = 0,998

A funcéo aproximada é entdo y = -0,148x> - 0,007x* + 0,998x
Abaixo a compara¢do com a funcdo exata, em que a diferenga estd menor
que a espessura da linha:
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3) Aplicacdao do método de Galerkin ao sistema de equacoes do capitulo
1

(3.1)(Abaixo as solucdes aproximadas com 3*m constantes u; a determinar,
sendo N;funcdes escolhidas de x,y e z. As fungdes devem satisfazer as
condicOes de contorno essenciais, por exemplo se u,= 0 para z = 0, entdo as
constantes Uy devem ser tais 0 somatorio seja sempre zero para z = 0)

Ux = Nl*qu + NZ*uX2 + ...+ Nm*uXm = E NJ*UX]
u,=Ni*uy + No*up+...+ Np*um =2 Nj*uzj

(3.2) (Aplicando 3.1 em 1.6, como as solugdes sao aproximadas o resultado
nao € zero mas um residuo V)

(A+21).(Zuy*0°N;/ 0x) + A.(Zuy *0°N;/ 0yox + Xu,*0°N;/ 0z0x) + L.
(Zu*(0°N;/ 0y* + 0°N;/ 0z°) + Zuy*0°N;/ 0x0y + Lu,*0°N;/ 0x0z) = W,

(A+21).(Zuy*0°N;/ 0y?) + A.( Zuy*0°N;/ 020y + Luy*0°N;/ 0xdy) + L.
(Zuy*(0°N;/ 0x* + 0°N;j/ 02%) + Zuy*0°N;/ 0yox + Xu,*0°N;/ 0yoz) = ¥,

(A2W).(Zuy*0°N;/ 0z%) + A.( Zuy*0°N;/ 0x0z + Zuy*0°N; / 0yoz) + L.
(Zuy,*(0°N;/ 0x* + 0°N;/ 0y°) + Tuy*0°N; / 020y + Xuy*0°N;/ 0z0X) = 3

(3.3) (Usando o método de residuos ponderados de Galerkin, os residuos
sao multiplicados por cada um dos N, e a integral desse produto por todo o
dominio € igualada a zero. Isso gera 3*m equacdes, para determinar as 3*m

constantes uj).
(A+21).JN*(Zug*0°N; / 0x?)dxdydz + AJN*(Zu,*0°N; / dyox + Tu,*9°N; /

0z0x)dxdydz + W.JN*[(Zuy*(0°N;/ 0y? + 0°N;/ 0z%) + Zuy*0°N;/ 0xdy +
Yu,*0°N;/ 0x0z)]dxdydz = 0

A+21).JN*(Zuy*0°N; / 0y?*)dxdydz + AJN*( Zu,*0°N;/ 0zdy + Tu*d°N; /
0x0y)dxdydz + p./N*[(Zu,*(0°N;/ x> + 0°N;/ 0z%) + Luy*0°N;/ 0yox +
Yu,*0°N;/ 0yoz)]dxdydz = 0



(A+21).JN*(Zu,*0°N;/ 0z%)dxdydz + A.JN*( Zuy*0°N;/ 0x0z + Lu,*0°N; /
dyoz)dxdydz + WJN*[(Zu,;*(9°N;/ 0x> + 8°N;/ 0y?) + Zuy*0°N; / 0zdy +
Yu,*0°N;/ 0z0x)]dxdydz = 0

(3.4) (Para eliminar as derivadas de segunda ordem e facilitar a introducao
das condigoes de contorno naturais, faz-se uma integracdo por partes,
lembrando que pela regra da cadeia:)

O(N*(Zuy*0N;/ 0x)) / 0y = Ni*(Zuy;*0°N;/ 0x0dy) + ONi/ 0y*(Zuy*ON;/ 0x)
O(Ni*(Zu,*0N;/ 0x)) / 0z = Ni*(Xu,*0°N;/ 0x0z) + ON;/ 0z*(Xu,*0N;/ 0x)
O(N*(Xu,*0N;/ dy)) / 0z = Ni*(Zu,*0°N;/ dyoz) + ON;/ 0z*(Xu,*0N;/ dy)
O(N*(Xuy*0N;/ 0y)) / 0x = Ni*(Zu,*0°N;/ 0yox) + ON;/ 0x*(Zuy*0N;/ dy)
O(N*(Xuy*0N;/ 0z)) / 0x = Ni*(Zux*0°N;/ 0z0x) + ON;/ 0x*(Xux*0N;/ 0z)
O(N*(Zuy*0N;/ 0z)) / 0y = Ni*(Zu,*0°N;/ 020y) + ONi/ 0y*(Xuy;*0N;/ 0z)
a(Nl*(EUX]*aNJ/aX)) / 0x = Ni*(Zqu*azNj/8X2) + aNl/ aX*(EUXJ*aNJ/aX)
O(N*(Xuy*0oN;/ dy)) / 0y = Ni*(Zu,;*0°N;/ 0y?) + ONi/ 0y*(Xuy;*0N;/ dy)
a(Ni*(Equ*aNj/az)) / 0z = Ni*(Zuzj*azNj/Gzz) + aNl/ 62*(Zuzj*6Nj/az)

(3.5) (Substituindo as segundas derivadas em (3.3), e agrupando as
integrais de derivadas de um lado, e os produtos de primeiras derivadas do
outro lado das equacgoes)

(A+21).J[O(N*(Zux;*0N; / 0x)) / 0x] dxdydz + A.J[O(N*(Zuy*0N;/ dy)) / 0x
+ O(N*(Zu,*0N;/ 0z)) / 0x)] dxdydz + W.J[O(N*(Zuy*oN;/ dy)) / dy +
O(N*(Zuy*0N;/ 0z)) / 0z) + O(N*(Xu,*0N;/ 0x)) / 0y + O(Ni*(Zu,*0ON;/
0x)) / 0z)dxdydz = (A+2).J[ON;/ 0x*(Zuy*0N;/ 0x)]dxdydz + .| [ON;/
0x*(Zuy*0N;/ dy) + ON;/ 0x*(Zu,*0N;/ 0z)]dxdydz + p.J[ON;/
0y*(Zuy*0N;/ dy) + ONi/ 0z*(Xuy*0N;/ 0z) + ON;/ 0y*(Zuy*0N;/ 0x) + ON;
/ 0z*(Xu,*0N;/ 0x)]dxdydz

(A+21).J[O(N*(Zuy*0N; / dy)) / dy] dxdydz + A.J[O(N*(Zu*ON;/ 0x)) / dy +
O(N*(Zu,*0N;/0z)) / 0y)] dxdydz + p.J[O(N*(Zu,*ON;/ 0x)) / Ox +
O(N*(Zuy*0N;/ 0z)) / 0z) + O(N*(Zuy*0N;/ dy)) / 0x + O(Ni*(Zu,*0N;/
dy)) / 0zldxdydz = (A+2w).J[ON:/ dy*(Zu,;*ON;/ dy)]dxdydz + A.J [ON;/



Oy*(Zuy*ON;/0x) + ON;/ 0y*(Xu,*ON;/ 0z)]dxdydz + p./[ON;/
6X*(Zuyj*6Nj/6X) + aNl/ aZ*(Zij*aNj/aZ) + aNl/ ax*(ZuXJ*GNJ/Gy) + aNl
/ 0z*(Xu,*0N;/ dy)]dxdydz

(A+21).[[O(N*(Zu,*0N;/ 0z)) / 9z] dxdydz + A.J[O(N*(Zu,*ON;/ dy)) / 0z +
O(N*(Zu*ON; / 0x)) / 0z)] dxdydz + p.J[O(N*(Zu,*0ON;/ dy)) / dy +
O(N*(Xu,*0N;/ 0x)) / 0x) + O(N*(Zuy;*0N;/ 0z)) / 0x + O(Ni*(Zuy*ON;/
0z)) / dyldxdydz = (A+2).J[ON;/ 0z*(Zu,*ON;/ 0z)]dxdydz + A.J [ON/
02*(Zuy*ON;/ 0y) + ONi/ 0z*(Zuy*ON;/ 0x)]ldxdydz + p./[ON:/ dy*(Zu,*oN;
/0y) + ON;/ 0x*(Xu,*0N;/0x) + ONi/ 0y*(Zuy;*0N;/ 0z) + ON;/
0x*(Zuy*0N;/ 0z)]dxdydz

(3.6)(usando os resultados de (1.4) e (3.1), onde o sublinhado indica a
solucdo aproximada, para diferenciar da exata)

Yu,™*0N;/ 0X = Oux/ 0X = Exx
Yu,*0N;/ 0x + Xuy*0N;/0y = Ouy/0x + O0ux/ 0y = &y
Yu,*0N;/ 0x + Xug*0N;/0z = 0u,/0x + 0ux/ 0z = &x,
Yu,*0N; / 0y = Ouy/ 0y = &y
Yu,*0N;/ 0y + Xuy*0N;/0z = Ou,/0y + duy/0z =&y,
Yu,;*0N;/ 0z = 0u,/ 0z = &,

(3.7) (Aplicando 3.6 nas integrais de derivada de 3.5)

(A+2W).J[O(N*gy) / 0x] dxdydz + A.J[O(Ni*gyy) / 0x + O(Ni*g,,) / 0x)] dxdydz
+ WJ[O(Ni*ey) / 8y + O(Ni*g.) / 0z)] dxdydz = (A+21).[[ON;/ 0x*(Zuy*ON; /
0x)]dxdydz + A.J [ON;/ 0x*(Zu,*ON;/ dy) + ON;/ 0x*(Zu,*0N;/ 0z)]dxdydz
+ WJ[ON:/ 0y*(Zuy*ON;/ dy) + ONi/ 0z*(Xuy*ON;/0z) + ONi/ dy*(Zuy*ON;
/0x) + ON;/ 0z*(Zu,*0N;/ 0x)]dxdydz

(M+2W).J[O(Ni*g,y) / 0y] dxdydz + A.J[O(Ni*€x) / 9y + O(Ni*g,) / dy)] dxdydz
+ WJ[O(N*€y) / 0x + O(Ni*g,,) / 0z)]dxdydz = (A+2).J[ON;/ y*(Zuy,*ON;/
0y)ldxdydz + A.] [ON:/ 0y*(Zu*ON;/ 0x) + ON;/ dy*(Zu,*0N;/ 0z)]dxdydz



+ uf[@Nl/ GX*(ZuyJ*aNJ/ﬁx) + GNI/ 62*(Zuyj*8Nj/62) + aNl/ aX*(ZUXj*aNj
/0y) + ONi/ 0z*(Xu,*0N;/ 0y)]ldxdydz

(A+21).J[O(Ni*€,,) / 0z] dxdydz + AJ[O(N*g,y) / 0z + O(Ni*€,) / 0z)] dxdydz
+ WJ[O(Ni*g,,) / 9y + O(N*ey,) / 0x)]dxdydz = (A+2p)./[ON:/ dz*(Zu,*0N;/
0z)]dxdydz + A.| [ON;/ 0z*(Zuy,*ON;/ dy) + ONi/ 0z*(Zuy*0N;/ 0x)]dxdydz
+ WJ[ON:/ 0y*(Zu,*ON;/ dy) + ON;/ 0x*(Zu,*ON;/ 0x) + ON;/ 0y*(Zuy*ON,;
/0z) + ON;/ 0x*(Xuy*0N;/ 0z)]dxdydz

(3.8) (Aplicando a lei de Hooke (1.2) em (3.7))

[[0(Ni*6.) / 0x] dxdydz + [[0(Ni*G.) / dy] dxdydz + [[0(N*G..) / 0z)]
dxdydz = (A+2).J[ON;/ 0x*(Zuy*0N;/ 0x)]dxdydz + A.J [ON;/ 0x*(Zu,*ON,
/9y) + 0N/ 0x*(Zuy*ON;/ 0z)]dxdydz + w.J[ON;/ dy*(Zuy*oN;/ dy) + ON;/
0z*(Xuy*0N;/ 0z) + ONi/ 0y*(Xu,*0N;/ 0x) + ON;i/ 0z*(Xu,;*0ON;/
0x)]dxdydz

[[0(Ni*G,y) / y] dxdydz + [[0(Ni*G.y) / 0x] dxdydz + [[0(Ni*oy,) /
0z)]dxdydz = (A+2u)./[ON:/ dy*(Zuy,*ON;/ dy)]dxdydz + A.J [ON;/
0y*(Zuy*0N;/ 0x) + ON;/ 0y*(Zu,*0N;/ 0z)]dxdydz + p.J[ON;/
0x*(Xuy;*0N;/ 0x) + ONi/ 0z*(Xuy*0N;/ 0z) + ON;/ 0x*(Xux*0N;/ dy) + ON;
/ 0z*(Xu,*0N;/ 0y)]dxdydz

[[0(N*G,,) / 6z] dxdydz + [[d(Ni*ay,) / dyldxdydz + [[d(N*Cy,) /
0x)]dxdydz = (A+2w).J[ON:/ 0z*(Zu,;*N;/ dz)ldxdydz + A.J [ON:/
02*(Zuy*ON;/ 0y) + ON;/ 0z*(Zuy*ON;/ 0x)]dxdydz + p./[ON;/ 0y*(Zu,*oN;
/0y) + ON;/ 0x*(Xu,*0N;/ 0x) + ONi/ 0y*(Zuy;*0N;/ 0z) + ON;/
0x*(Xux*0N;/ 0z)]dxdydz

(3.9) (Aplicando o teorema da divergéncia em 3.8)

Forma 1: [(N*G,)dydz + |(N*G,,)dxdz + J(Ni*o,,)dxdy = (A+2u)./[ON; /
0x*(Zuy*0N;/ 0x)]dxdydz + A.J [ON:/ 0x*(Zuy*ON;/ dy) + ON;/



0x*(Xu,*ON;/ 0z)]dxdydz + W.[[ON:/ 0y*(Zu*ON;/ dy) + ONi/ 0z*(Zuy*ON;
/0z) + ON;/ 0y*(Zuy*0N;/ 0x) + ON;/ 0z*(Xu,*0N;/ 0x)]dxdydz

Forma 2: [(Ni*G,,)dxdz + J(N*G,,)dydz + J(Ni*o,,)dxdy = (A+2p).J[ON;/
0y*(Zuy;*0N;/ dy)]ldxdydz + A.| [ON:/ 0y*(Zuy,*0N;/0x) + ON;/
0y*(Xu,*0N;/ 0z)]dxdydz + W.[[ON:/ 0x*(Zuy*ON;/ 0x) + ON;/ 0z*(Zuy,*ON;
/0z) + ON;/ 0x*(Zug*0N;/ 0y) + ON;/ 0z*(Xu,*0N;/ dy)]ldxdydz

Forma 3: J(N*c,,)dxdy + [(Ni*G,,)dxdz + |(Ni*Gy,)dydz = (A+2).J[ON: /
02*(Zu,*0N;/ 0z)]dxdydz + A.] [ON:/ 0z*(Zuy*ON;/ dy) + ON;/
02*(Zuy*0N; / 0x)]dxdydz + w.J[ON;/ 0y*(Zu,*ON;/dy) + ON;/ 0x*(Xu,*0N;
/0x) + ON;/ 0y*(Xuy*0N;/ 0z) + ON;/ 0x*(Xuy*0N;/ 0z)]dxdydz

No lado esquerdo da equagao, as informacoes sobre as primeiras derivadas
das funcoes de aproximacao (condi¢cdo natural de contorno) sao obtidas
desde que sejam conhecidas as distribuicdes de forcas na superficie
(integrais da tensdo). Isso so é possivel devido a relacdo linear entre o
tensor de tensoes e o tensor de deformacoes.

No lado direito, a cada N;, e a cada uma das 3 formas acima, corresponde
uma equacao do sistema. Pode-se representar o sistema como o produto de
uma matriz A (3*m x 3*m) pelo vetor U ( U, Uy1, Uz, Us, Uy2, Uzo... Usm, Uym, Uzm
) resultando no “vetor de forgas” F (integrais de Ni*c.ds).

As linhas 1, 4, 7...3*i — 2...3*m - 2 da matriz sdo expressas pela forma 1
acima. As linhas 2, 5, 8...3*%i — 1...3*m - 1 sdo expressas pela forma 2. E as
linhas 3, 6, 9...3*i...3*m sdo expressas pela forma 3. As colunas 1, 4,

7, ...3*] — 2 correspondem aos termos em Uy;. As colunas 2, 5, 8,... 3*j — 1
correspondem aos termos em Uy; e as colunas 3, 6, 9, 3*j correspondem aos
termos em u. Assim por exemplo, para a posi¢cao Asz, i = 2, usa-se a forma
2 e j = 3, aparecem apenas as integrais que multiplicam us:

L] [ON,/ 0y*ONs/0x]dxdydz + w.J[0 N,/ 0x*0Ns/ dy]dxdydz. Na
multiplicacdo A.U, esse termo multiplica o sétimo termo do vetor U, que é
u,s. Por isso foram selecionadas apenas as integrais contendo uy; e apenas o
termo do somatorio onde j = 3.



Para o termo A7, i = 3 e usa-se a forma 1 e j = 2 onde aparecem apenas as
integrais em uy,.

A.] [ON3/ 0x*ON,/dyldxdydz + W.J[ON;/ dy*ON,/ dx]dxdydz

Como se pode ver, as expressoes sao idénticas. Pode ser verificado que a
matriz € simétrica, ( Ax; = Aix ) para todos os k e 1.

De modo geral, temos as seguintes possibilidades para Ax;:

k=3*-2el=3%-2:
A= (W2).J[ON;/ 0x*0N;/ 0x)]dxdydz + W.[[ON:/ dy*ON;/ dy) + ON;/
0z*0N;/ 0z)]dxdydz

k=3%-2el=3%_1:
Awi = AJ [0N;/ 0x*0N;/ dy)]dxdydz + p.][ON:/ dy*ON;/ 0x)]dxdydz

k=3*-2el=3%:
A= A [ONi/ 0x*0N;/ 0z)ldxdydz + W.[[ON:/ 6z*ON;/ 0x)]dxdydz

k=3%—1el=3%-2:
Aw= AJ [ONi/ 0y*0N;/ 0x)dxdydz + p.][ON;/ 0x*0N;/ dy)]dxdydz

k=3%—-1el=3%-1:
A= (A+2).J[ON;/ 0y*0ON;/ dy)]dxdydz + w.J[ON;/ 0x*ON;/ 0x) + ON;/
0z*0N;/ 0z)]dxdydz

k=3*i-1el=3%:
Aw= AJ[ON:/ 0y*ON;/ 0z)]dxdydz + w.J[ON;/ 0z*0N;/ dy)]ldxdydz

k=3%el=3%-2:
Aw= AJ [ONi/ 02*0N;/ 0x)]dxdydz + p.J[ON:/ 0x*ON;/ 0z)]dxdydz

k=3*el=3%-1:
Aw= AJ [ON:/ 0z*ON;/ 0y)]dxdydz + u.f[aNi/ 0y*0N;/0z)]dxdydz

k=3*el=3%:
A= (M2).J[ON;/ 0z*0N; / 0z)dxdydz + p.[[ON:/ dy*ON;/ dy) + ON;/
0x*0N;/ 0x)]dxdydz






